A VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

1 Una ruleta esta dividida en cuatro sectores de 90° de los que dos opuestos por
el vértice son “Azules”, y los otros dos son uno “Blanco” y el otro “Rojo”. Consideremos
el experimento aleatorio consistente en hacer girar la ruleta dos veces y anotar el par
ordenado de resultados.
Al cada sector Azul le asignamos -50 puntos, al Blanco 100 y al Rojo 50.
Definamos ahora la variable aleatoria X: Q—R que a cada suceso elemental le
asigna la suma de puntos de sus dos tiradas.

a) Construir el espacio muestral, 2, asociado a la

experiencia.
K\ b) Calcular la probabilidad de cada uno de los
sucesos elementales.
c) Determinar el espacio imagen Q* = X(Q).
R A d) Construir la funcién de probabilidad imagen de X
(ley de probabilidad de X), f(x).
e) Construir la funcién de distribucion de X, F(x).

f) Calcular E(X), Var(X) y DT(X).

a)y b)Sea U={A,V, R}. El espacio probabilistico asociado al experimento es:
Q =UxU= {(AA), (AB), (AR, (BA), (BB), (BR), (RA), (RB) (RR)}
Pl { { { { { { { $ {
R {114, 1/8, 1/8, 1/8 1/16 116 1/8 1/16 116

c) y d) La variable aleatoria X: Q—R queda descrita por:

Q= {(A,A), (A,R), (R,A), (A,B), (B,A), (R,R), (B,R), (R,B), (B,B)}
X v y ! ! y ! l )
RoQ*= {-100 0 50 100 150 200}
La probabilidad imagen viene dada por:
P(X =-100)=P{x~"(-100)|= P[f( 4, A)}]—é
I 11
P(X=0)=Plx " (0)]=PlCARI(RA))= 5+ 5=
I 11
P(X =50)=PlX"(50)|=P[{(4.B).(B. A)}]—§+§_Z
P(X =100)=P[X"'(100)]=P[{(R.R M=
I 1
P(X =150)=Plx7'(150)|=P (BR)(RB)}]——6 o=

P(X =200)=Plx~"(200)|= Plt(B, B)}]

e) Podemos representar la distribucion de probabilidades (diagrama de barras) y la
funcidon de distribucion acumulativa, ' : R — R, definida por F(x) = P(X < x), con
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EXCEL, como hicimos con las correspondientes de una distribucion estadistica
discreta (ver tema 1):

Microsoft Excel - EjPr_4_1.xls

IE_‘] archiva  Edicion  Yer [Insertar Formato  Herramientas
BT RTINS e Y
Jab - A
A, B C O E

1 Xi | pi=P{X=xi) F(xi) pixi pi‘xit2
2 | -100 0,2500 0,2500 -25 0000 2500,0000
3 ] 0,2500 05000 0,0000 0,0000
4 | &0 0,2500 0,7500 12 5000 G245 0000
o | 100 00625 08125 G 2500 G25,0000
6 | 150 01250 09375 18,7500 28125000
7| 200 00525 1.,0000 12 5000 25000000
a 1,0000 25,0000 9062 ,5000
9
10 Diagrama de Barras
11
12 10,2500
13 0,175
1; pi 01250
16 0,0625
1? 10,0000 I L
18 100 200
19 Xi
20
21
22 Funcidn de distribucion F{x)
23
24 1,00 1 ._'5_

0ETEN A
gg 0,7500 4 '—5_{}

0,EE50
27 Fix} o.5000 1 A—
28 03750
g 0,2500 - T —
a0 01250 .
Gh ﬂmw—zun as0 we m 5w me w0 e w0
32 X
33

) E[X]=Y p-x =25

2
VIX]=E[X’]-(E[X]) Zp,, [Zpi'xl) =9062,5— 625 = 8437,5

o=\V[X] =+84375 = 9186
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2 Sea Q el espacio muestral de 40 elementos asociado a la extraccién de una
carta de una baraja espafnola. Si se asignan 4 puntos a cada as, 3 a cada rey, 2 a
cada caballo, 1 a cada sota y 0 a cada una de las cartas restantes se tiene una

variable aleatoria X.

a) Determinar el espacio imagen Q* = X(Q).

b) Construir la funcién de probabilidad imagen de X (ley de prob. de X).

c) Construir la funcion de distribucion de X.

d) Calcular E(X), Var(X) y DT(X).

a) El espacio muestral asociado al experimento es Q=AURUCUS U0, donde A,
R, C, Sy O son el conjunto de ases, reyes, caballos, sotas y otras, respectivamente,

con P(x) = 1/40 para cada xeQ. La variable aleatoria X: Q—R queda descrita por:

4, si xe€A
3, si xeR
Vx e Q, x> X(x)=42, si xeC
1, si xe§
0, si x€0
El espacio muestral imagen es Q2" ={0,12,34}:
{2 R
X
A vt 4
R *1 3
Cc 2
S 11
0 *10
b) La probabilidad imagen queda determinada por:
P'(4)=P(X=4)=P[x"(4)|=Pl4]=

P*(2)=P(X=2)=P[X"(2)]=P[C]=%
P (1)=P(x=1)=Plx"(1)]=P[s]=

P*(0)=P(X=0):P[X‘1(0)]=p[o]z%
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40

P*(s):P(X=3)=P[X"(3)]=P[R]= 440

4
0
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c) Podemos representar la distribucién de probabilidades (diagrama de barras) y
la funcion de distribucién acumulativa, F: R—R, definida por F(x) = P(X < x), con
EXCEL, como en el gjercicio anterior:

E3 Microsoft Excel - EjPr_4_2.xls

@_1 archivo  Edicion Wer Insertar  Eormato  Herramientas — Dakos
NG E RS S8R9 REe > -3
[34 - A
A, B C ] E
1 ®i | pi=P{X=xi) | F{xi) pi‘xi pi*xit2
2 ] 05 = o0 o0
i 1 01 07z 01 01
4 2 0.1 08 02 04
5 i 0.1 os 0.3 08
B 4 0.1 10 0.4 16
7 1,0 1.0 3.0
a
g Diagrama de Barras
10
11 06
12 04
13| pi
14 0z
12 00 | | | |
17 0 1 2 q
18 Xi
19
0 Funcidn de distribucion F{x}
21
22 1,':' T —
0'9 - e
23 05  —
o 07 - Y
a5 - e
25 | Fx) 0.3 1
25 04
27 §:§3 -
20 ' - ' ' ' '
5 -2 1 u] 1 2 5 5
a0 X
d) E[X]=Y pwx =1
l 2
VIX]=E[X']-(E[X]) Zp, X, [Zpng =3-1=2

=WViX]=V2=14142
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3

0,3, 0,5y p, respectivamente.

a) Calcular el valor de p.
b) Calcular la esperanza matematica y la varianza de X.
c) Definir y representar la funcion de distribucién, F(x).

Sea X una variable aleatoria que toma los valores 0, 1 y 2 con probabilidades

a) X: Q—->Q* ={0,1,2}, con P(X=0) = 0,3, P(X=1) = 0,5 y P(X=3) = 1-(0,3+0,5) = 0,2.
DYE[X] =Y px, =09 V[X]=E[X ]-(E[X]) =13-(09)" =049

c)

4-EPR-VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

EX Microsoft Excel - EjPr_4_3.xls
E_‘] Archiva  Edicidn  Yer  Inserfar

A=A RERENF= NN N E=%S

o=\V[X]=4049=07

Formato  Herramienta

R =g

J33

-

&

T

B

o

D

E

pi=P (X=xi)

F{xi)

pixi

pi‘xit2

0.3

0.3

o0

o0

(] P el

0.5

0,

0.5

0.5

02

1.0

0.4

0.5

1,0

0,9

1,3

OO (00| = | || e | | D | —

pi

05
04
03
02
o4

o0

Diagrama de Barras

i

Funcion de distribucion F{x)

e
—"

= {2
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4 Se lanza un dado cubico del que tres caras estan marcadas con 1, dos caras
con 2y una cara con 6.
a) Después de lanzar el dado se anota la puntuacion aparecida. Se designa por
X la variable aleatoria que a cada jugada le asocia esa puntuacién. Construir
el espacio probabilistico imagen de X. Representar la funcién de probabilidad
y la funcion de distribucion acumulativa de X.
b) Se lanza el dado dos veces y se designa por Z la variable aleatoria que a cada
par ordenado de puntuaciones le asigna la suma de puntos. Representar la
funcién de probabilidad y la funcién de distribucion acumulativa de Z.

a) El espacio muestral del experimento es Q = {1,2,6} y el espacio probabilistico
imagen es Q* = {1,2,6}, ya que la variable aleatoria X: Q— R es la funcion identidad
sobre Q: X(1)=1, X(2)=2 y X(3)=3. Entonces, P(X=1) = 3/6, P(X=2) = 2/6 y P(X=3)=1/6.

E3 Microsoft Excel - EjPr_4_4.xls

@_] Archivo  Edicion  Mer Insertar Formato  Herramientas — Datog

RN NERE AN NN R R RS AN

134 - &
A, B C D E
Xi | pi=P{¥=xi) F(xi) pixi pitxit2
1 0,5000 0,5000 0 5000 0 5000
2 0,3333 0,5333 0 BEGET 1,3333
B 0, 1667 71,0000 11,0000 B 0000
1,0000 2,1667 7.8333

Diagrama de Barras

05

04

0,3

02
o0

b1}

Funcidon de distribucion F{x)

1,09 ——
0,94
2% * L
0,7
0,6 4
Fi{x) 0.5 L

0,4
0,3
0,2
0,1

[ O S T T T O O ) (PSS (SN R A (U (DU CY DU RN Y
ton] e sl S R = e e e N I = = e e Bt AR R Rt R L
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Los paléllletl os estadisticos usuales son:
E[X]= E p,x, =—=21667;
,- i Vi 5 ’ ’

VIX]=E[X']—(E[X]) = 23862 13‘;9 ]3]63=3,1389;

o=V[X]=+31389=17717

b) El espacio muestral del experimento es ahora el producto cartesiano Q? = QxQ
= {(1.1), (1.2), (1,6), (2,1), (2,2), (2,6), (6,1), (6,2), (6,6)}, con P(i,j)=P(i)-P(j), por
independencia.

El espacio probabilistico imagen de lav.a. Zes Q* = {2,3,4,7,8,12}.

La probabilidad imagen viene dada por:

33 9
P(z=2)=Pz"(2)]= P[{(”)}]—g 5 36
Pz=3)=rlz (3)=rl2nan)=2- 24 222

» 2 2 4
P(Z=4)=Plz" (4)]=Plf(22)]= =~ =
P(z=7)=Plz (7)) P16 0060 )=2 L+ 222
P(Z=8)= Pz ()= Pl26)(6. 2= 2 L4 22 =L
P(Z=12)=P[Z"(12)]= P{(66)]—— gzé

Los estadisticos usuales son:

E[X]=Y) p,x =4,3333;

VIX]=E[X°]—(E[X]) =62777;

o=V [X]=+31389 =25055
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Microsoft Excel - EjPr_4_4.xls

E_"l Archivo  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas
HRNEE" RSN R NN AR N ¥
[34 - A
A, B [ ] E
1 zi | pi=P(Z=zi) Fizi) pi‘zi pi‘zit2
2 2 02500 02500 05000 1,0000
3 3 03333 05833 1,0000 3 0000
4 4 01111 0 B944 04444 17778
5 7 0 1667 0,8611 11667 a 1667
B a 01111 087 085839 71111
7 12 00278 1,0000 03333 4 000g
g 1.0000 4,3333 25,0556
g
10 Diagrama de Barras
11 o
4] % I
15 0.2
16 0l I
17 a0 I -,
18 2 5 4 T 12
19 Zi
20
21 . . . .
- Funcidn de distribucidn F(z}
S o ¢ .
25 =
27| FEe
28 o] -—
29 01
3|:| I:lll:ll:l 1 -: ki dq ; E T E3 L] 10 1‘1 1z 1z 1d
31
Z
32
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5

viene definida por:

La funcién de distribucidon acumulativa F:R — R de una variable aleatoria X

0, si x<-2,
x> F(x)= 1/2, si —2<x<0,
3/4, si 0<x<2,

1, SI x=>2.

Dibujar la grafica de F.

Describir la funcion de probabilidad de X y representarla mediante un

diagrama de barras.

Calcular las siguientes probabilidades: P(X = 1), P(X < 1), P(X < 1), P(X=2),

P(X <2), P(0 < X <2), P(0 < X <2), P(1 <X < 2).

Una vez representada la funcion de distribucién, sabemos que las probabilidades de
los valores discretos de x son los saltos de dicha funcion escalonada. Es decir:

Xi -2 0 2

p=P(X=x) | 1/2 | 1/4 | 1/4

Funcién de distribucion F{x)

1,00 —
0,75 - —

Fi{x) 0,50 - —
0,25 -
0,00 ; &

43 2 4 oA 2

Diagrama de Barras

0,50

®i

|}i DIQS I I
0,00

La funcién de probabilidad R — R viene definida por:

1/2, si x=-2
1/4, si x=0
¥ f(x)= 1/4, si x=2
0, en otro caso.
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Ahora:

P(X=1)=0

3 i I 1 3
P(XS])ZF(I):Z (También P(Xs]):P(X=—2)+P(X=0)=3+222)
P(X<])=P(XSO)=F(0)=§

i
P(X=2)==
P(X<2)=F(2)=1

P(O0<X<2)=0

P(0<X<2)=F(2)-F(0)=1-

A w

5 (También P(0<X§2)=P(X:2):§)

P(]SX§2)=P(X=1)+P(1<X§2)=0+F(2)—F(1)=0+1—%=§

(También P(ISXS2)=P(X=2)=§)
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6 La funcion de probabilidad de una variable aleatoria X es nula salvo en los
puntos x € {0, 1, 2}, en los que toma los valores
P(X=0)=3c?, P(X =1)=4c —10c?, P(X=2)=5c-1,
para un cierto ¢ > 0.
a) Calcular el valor de c.
b) Describir y representar la funcién de distribucion acumulativa, F.
c) Calcular las probabilidades P(X < 1), P(X<2), P(1 <X <2),P(0<X<3).

d) Hallar (si es que existe) el mayor valor de x tal que F(x) <% .

e) Hallar (si es que existe) el menor valor de x tal que F(x) > %

a) Puestoque p, +p,+p,=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1, se tiene que
3¢’ +(4c—10c° )+ (5¢c—1)=1 = 3¢’ —10c° +9c-2=0 = (c—1)(c=2)(3¢-1)=0

. . . 1 ,
Las soluciones de la ecuacion anteriorson c=1,¢c=2yc= 3 Las dos primeras no son

solucion de nuestro problema, pues seria P(X =0)> 1. Asi, ha de ser ¢ =§.

Entonces: ! 2 0
s Po=7P =7 Y Pry=—-
0 9 1 9 2 9
b) La funcién de probabilidad y la funcion de distribucién son:
Funcian de distribucion F{x)
10 - M ——
0.9 -
05 -
0,7 -
F }H'E ]
W05 4
04
0's .
0,2
I:I|1 4 e——"
0,0 + ,
1 0 1 2 3
N
Diagrama de Barras
o7
05
(]
L 0.4
1] 03
]
0
ol |
0 1 2
i

4-EPR-VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 79



La funcidn de probabilidad ;R — R viene definida por

179, si x=0

3 2/9, si x=1

SRCAL o PYPRN R
0, en otro caso.

La funcidn de distribucion acumulativa F:R — R viene definida por

0, si x<0,
179, si 0<x<l,
1/3, si  1<x<2,

1, si x=>2.

x— F(x)=

c) P(X<I)=P(X=0)=é

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1

P(]<XSZ):P(X:2):%:§
2 6 8
P(0<X<3)=P(X=1)+P(X=2)=24+==Z
9 9 9
d) Observando la definicién o la grafica de F(x), vemos que para todo x del

intervalo ]-wo, 2[ es F(x)<§, luego el valor pedido no existe: dicho intervalo no tiene

maximo.

e) Analogamente, observamos que para todo x del intervalo [1, +o[ es F(x) >§.

Ahora, este intervalo si tiene un minimo, 1, que es el valor pedido.

80 ESTADISTICA J. Sdnchez — M?. S. Sénchez



7 De una variable aleatoria X cuyos valores posibles son 1, 2, 3, ..., n, se sabe
que P(X=Kk) es proporcional a k (esto es, existe un o tal que P(X=k)=a- k).
Determinar la constante de proporcionalidad, a, la funcion de probabilidad, f, y la

funcion de distribucion, F. (Recuerdese que 1+2+3+...+n= nin+1) ).

Como » P(X =k)=1, ha de ser ;a-kzl, luego a-;kzl. Teniendo en cuenta la

k=1
n(n+1)

formula de la suma de los n primeros naturales, se tiene que « - =1, luego
2
oa=—.
n-(n+1)
2k
Asi, p, =P(X =k)= .
Ps ( / n(n+1)
La funcion de probabilidad £:R — R viene definida por
P(X=x)= 2x si xef{l,23,...n}
x> f(x)= n(n+1)
0, en otro caso
La funcidn de distribucion acumulativa F:R — R viene definida por
X F(x)=P(X<x)=) P(X=k)
k<x
Es decir
xe]-oo, I ccooveennnnn. Fix) =
X[, 2 F) =F(l) = P(X=1)=—"
n(n+1)
xe[2 3 F()=F(2) =P(X=1)+P(X=2)=— 2 44+ __ 0
| IR i) minil) winil)

xe[n+od oo, Fx)=Fmn)=P(X=1)+P(X=2)+.P(X=n)=1
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8 Se sabe que el numero de minutos, X, que uno tiene que esperar un tren en
cierta estacion del metro es una variable aleatoria discreta, X, con la siguiente funcién

0, si x#3k/10 para ke{012,...,10},
de probabilidad: x +— f(x)=11/12, si xe{0;0'3;0'6;0'9; 2'1; 2'4; 2'7; 3'0},
1/9, si xe{12;15;18}.

a) Representar f por un diagrama de barras y dibujar la grafica de la corres-
pondiente funcion de distribucion, F.

b) Sea A el suceso consistente en que uno tiene que esperar un tiempo x<[0,2] y
sea B el suceso consistente en que uno tiene que esperar un tiempo xe[1,3].
Calcular las probabilidades P(A), P(B), P(AnB), P(A|B) y P(AUB).

a)

EX Microsoft Excel - EjPr_4_8.xls

E_"l Archivo  Edicidn Yer  Insertar  Formato  Herramientas  Datos Ventana 7
HRR=A" RERENR= Y-« WE=N g e = -5 i@ Eiﬁrial
35 - f:“r

A B & ] E F = H I J K L h
1 Xi 0,0 0,3 0/ 08 1.2 15 15 21 24 27 30
2 |pi=P{¥=xi) | 0,0533 | 0,0833 | 0,0833 [0,0833 {04111 [01111 |01141 | 0,0833 | 0,0833 [0,0833 [0,0833 | 1,0000
3 Fixi} |0,0833 01667 [0,2500 |0,3333 |0,4444 [ 0,5556 | 06667 [0,7500 | 0,5333 [0,9167 |1 0000
|
5 .
B Diagrama de Barras
7
d 01111 -
5 .
10 0,0833 1
11
12 pi 00555 1
13 0,0278 1
14
15 0,0000 -
16 oo 03 085 09 18 21 24 27 3.0
17 Xi
18
19
20 Funcién de distribucion F(x)
21
22 1,0000 - e
23 - ‘_CC
24 0,7500 S L
25 —
25 F{I} D,EDDD B » .
27

0,2500 S W

28
29 D.I:II:II:II:I 3 T T T T T T T T T T 1
g? -03 00 03 OB 09 12 1458 18 21 24 27 30 3.3
32 X
33
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b)

P(A)=P(xe[02])=P(0)+P(03)+P(0,6)+P(0,9)+P(12)+P(15)+P(18) =§

P(B)=P(xe[13])=P(12)+P(15)+P(18)+P(21)+P(23)+P(27)+P(3) =§

P(AmB)=P(xe[],2])=P(I,2)+P(],5)+P(],8)=§

P(A|B)_P(AmB)_1/3_i
 P(B) 2/3 2

P(AUB)=P(4)+ P(B)=P(ANB) =2 + 5 =% (P(AUB)=P(Q%=1)
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