5 DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y DE POISSON

La repeticion sucesiva de n pruebas (ensayos) de BERNOUILLI, de modo
independiente y manteniendo constante la probabilidad de éxito, p, da lugar a la
variable aleatoria discreta X cuyo espacio imagen esta formado por el nimero de
éxitos posibles: 0*={0,1,2,3, ...,n}. Se dice que X sigue una LEY BINOMIAL 3(n;p),
cuya funcion o ley de probabilidad viene dada por

n
b(k;n; p) =b,,, (k) = P(X =k) = (k} p“ g™,  para cada ke{0123,...,n}.
Su funcién de distribucién acumulativa es

xe R HB(xnp)=B,,(x)=P(X<x)=> P(X=k)=) (n} pk qm.

k<x k<x k

La hoja de céalculo EXCEL, de Microsoft Office, en su libreria de funciones
estadisticas, tiene las dos funciones en una cuya sintaxis es

DISTR.BINOM(num_éxitos;ensayos;prob_éxito;acumulado),
donde acumulado es un valor l6gico, de modo que

DISTR.BINOM(k;n;p;FALSO) = b(k;n; p) = P(X =k),
mientras que

DISTR.BINOM(x;n;p;VERDADERO) = B(x;n; p) = P(X < X)

Insertar funcion

Buscar una Funcian:

Escriba una brewe descripcion de lo que desea hacer v, a Ir

conkinuacian, haga clic en Ir

0 seleccionar una cakegotia: |Estadisticas w |

Seleccionar una Funcion:

DIST.WEIBLILL ~
DISTR.BETA
DISTR.BETA . IMY

DISTR,CHI

DISTR.EXP

DISTR.F n
DISTR.BINOM{nim_éxito;ensayos;prob_é&xito;acumulado)
Devvuelve la probabilidad de una wariable aleatoria discreka siguiendo una
distribucion binormial,

Avuda sobre esta Funcidn &ceptar ] [ Cancelar
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Una variable aleatoria X que toma valores naturales sigue una LEY DE POISSON si
su funcién o ley de probabilidad viene dada por

k
p(k; 1) = p, (K) = P(X =k) :% e?, para cada ke{0123..},
Su funcién de distribucién acumulativa es

xe R = P(x2)=P,(x)=P(X<x)=> P(X=k)=) Lot

k<x k<x k'

La hoja de calculo EXCEL, también cuenta en su libreria de funciones
estadisticas con dos funciones en una cuya sintaxis es

POISSON(x;media;acumulado)
donde acumulado es un valor I4gico tal que
POISSON(k;A;FALSO) = p(k;1) = P(X =k),
mientras que

POISSON(x;A;VERDADERO) = P(x; 1) = P(X < X)

Insertar funcion

Buscar una funcidn:

Escriba una brewe descripcion de lo que desea hacer v, a Ir
continuacian, haga clic en Ir

0 seleccionar una cakegoria: |Estadisticas w |

Seleccionar una funcidn:

PEARSON S
PEMNDIEMTE ]
PERCENTIL

PERMUTACICMNES

PROBABILIDAD
PROMEDIC i

POISSON{x;media;acumulado)
Devuelve la distribucion de Poisson,

fyvuda sobre esta Funcion [ fcepkar ] [ Cancelar

Puede ser util leer la ayuda que se proporciona para cada funcion.

En los ejercicios que siguen utilizaremos estas funciones siempre que sea posible.
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1 En una poblacion, el 25% de las personas adultas poseen automovil. Se eligen
doce personas de dicha poblacién (con reemplazamiento e independientemente unas
de otras). Calcular las probabilidades de los sucesos siguientes:

a) A lo sumo cuatro de ellas poseen coche.

b) Seis de ellas no tienen coche.

¢) Ocho al menos no tienen auto, sabiendo que ocho a lo sumo si tienen.

La variable aleatoria a tratar, X =" nim. que tienen coche entre las doce personas
elegidas”, sigue una binomial ¢3(n=12; p=0,25).
12
b(k;12;0,25)=P( X =k) =( kJ(O,ZS)" -(075)*,  para cada ke{0123,..12}

Hemos de calcular
P(X<4) = F(4), P(12-X=6) =P(X=6) y P(12-X>8|X<8)=P(X<4|X<8),

siendo

P('X <4"n"X <8") P(X<4) B(412,0,25)
P(X <8) ~ P(X<8) B(8;12,0,25)

E Microsoft Excel - EjPr_5_1.xls

@_] Archiva  Edicidn %er  Insertar  Formato Herramientas Datos Ventana 7

HRANEA" BENENR= R - N R - N X AN ) Eif-‘«rial

P(X <4|X <8)=

E7 hd f =DISTR.BINOM(EY B2, B3, FALSD)

A | B C | D | E |
BINOMIAL

n=12

p=0,25

k=4 P{X<=4}=B{4;12:0,25)= DISTR.BINOM4;12;0 25,"ERDADERD)= 0 542686373

k=8 P{X=6)=h{6:12:0,25)= DISTE.BINOME;12;0 25, FALSO)= IEIEIfiEIMEIflE _l

k=8 F{X==8)=B{8:12;0.25)= DIZTE.BINOM(G;1Z;0 25 VERDADER D)= 0 999608335

P{X<=4 | X<=8)= B(4:12,0 25 )/ B(8,12,0 25)= 024301655

bl —=a|—=|—
JM_._DL'DD:I“M-ID'.IU‘IJ“-'-LAJI\J—\

5-EPR-DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y DE POISSON 87



2 En una cierta familia de flores, las flores rojas son tres veces mas numerosas
que las azules. Se eligen al azar diez flores de esta familia y se supone que las
elecciones son independientes las unas de las otras.

a) ¢Cual es la probabilidad de no obtener ninguna azul?

b) ¢Cuales son las probabilidades de obtener k flores azules con ke{1,2,...,10}?

c) Construir el diagrama de barras de esta distribucion.

Se tiene que P(Roja) = 3-P(Azul). Si P(Azul) = p, P(Roja) = 3p, entoncesp +3p=1y
p = P(Azul) = 1/4; luego P(Roja) = 3/4

La variable aleatoria discreta X = “ndimero de flores azules entre las 10 elegidas
al azar” sigue una distribucién binomial ¢3(n=10; p=0,25):

1
b(k;10;0,25) = P( X =k) =[ koj(o,zs)k -(075)°*,  para cada ke{0123,...10}

EX Microsoft Excel - EjPr_5_2.xls

E_‘] Archiva  Edicidn  Yer Insertar Formato  Herramientas
HRNEE" RERE IR R MR AR NN
EQ - A =DISTR.BINOM{DI;10:0 25, FALSO)
A | B [C|D E F | G

1 |BINOMIAL k |P{¥X=Kk=h{k:n;p)

2 n= 10 00 056313515

3 p= 0,25 10187711716

4 2|0 281567574

5 3|0 50282288

5] 410, 145993001

7 o|0,0583992

g G|0,016222

9 7[0,003039905 I

10 a|0 000336235

11 912 BR102E-05

12 10|19 5367 4E-07

13 1

14

15 B{10:9,25)

16

17 03 q

18 0,25

19 0.2 -

g? bik:1050,25) 0,15

o 01 4 ‘

23 0,05 4

24 ] I I | |

75 o1 2 2 4 5 6 7T 8 9 10
2h k {Him flores azules)

27
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3

Una fabrica produce piezas para automoviles. Sobre un gran nimero de piezas
fabricadas, se constata que se pueden considerar de primera calidad el 90%.

Una pieza tomada al azar tiene, por tanto, la probabilidad 0,90 de ser de
primera calidad.

1. SetomanlO piezas al azar.

a)

b)
C)

El nimero de piezas de primera calidad contenidas en este conjunto es una

variable aleatoria, X. ¢, Cual es su ley de probabilidad?

Si k es un nimero natural (< 10), calcular py= P(X = k)
Calcular la probabilidad de encontrar a lo sumo 9 piezas de primera calidad.

2. Por otra parte, se ha observado que en el conjunto de la produccion hay que
rechazar un 2% de piezas por defectuosas.

a)

b)

Expresar la probabilidad de encontrar exactamente dos piezas defectuosas
en un conjunto de 100 elegidas al azar y dar un valor aproximado de la
misma.

Calcular la probabilidad de encontrar en el conjunto de 100 al menos dos
piezas a rechazar.

1. La variable aleatoria discreta X = “nimero de piezas de primera calidad entre las
10 elegidas al azar” sigue una distribucion binomial ¢3(n=10; p=0,90):

b(k;10;0,90) = P( X =k):( J(o,go)k -(010)**,  para cada ke{0123,..10}

E Microsoft Excel - EjPr_5_3.xls

10
k

@_] Archivo  Edicidn Wer Insertar Eormato  Herramientzs  Datos Ventana 2
N SH RS E a9 B -4 le el
Oy - f =DISTR.BINOM{CY,10;0 9, FALSD)
Al BI|C D E | F | G
1 |BINOMIAL | k [P{X=k)=h{k:n:p})|P{X<=9)= DISTR.BINOM{9:10:0,90;VERDADERO)= 0.65132156
2 n= 10 aj1e-10
3 p= 0,90 | 1[9E-09 B(10;0,920)
4 2|3 B45E-07
5 310,0000037 43 05
5] 410000137781 04
7 5|0.001485035 | 03
) B[0011160261 || bka0:0.90)
9 7 |0,057 395628 D' ]
10 8|0,1937 10245 ' I
11 8|0,357 420489 o i
12 10|0 34567544 ot 234 s B T8 80
13 1 k {Hum piezas de primera)
14
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2. La variable aleatoria discreta Y = “nimero de piezas defectuosas entre las 100
elegidas al azar” sigue una distribucion binomial ¢3(n=100; p=0,02):
100 k 100-k
b(k;100;0,02)=P(Y =k )= . (002)*-(098)™*,  para cada ke{0123,..100}

Como n = 100 es grande y p = 0,02 pequefio, la variable Y sigue
aproximadamente una distribucion de POISSON con A = n-p = 2.

E Microsoft Excel - EjPr_5_3.xls

Eﬂ Archivo  Edicidn  Yer Insertar Formato  Herramientas

RN NEEENEE NN R N RS T

014 - f =1-FPOISSON{TZVERDADERD)

A | E | C | D |

1 |[INSTRIBUCION BINOMIAL

2 n= 100

3 p= 0,02

4

5| PY=2)= b{2:100:0,02)= 0,273413912

5]

7 IP(Y>=2)= 1-P(Y<2)=  1-P{Y<=1}=  0,596728289

g

9 |APROX. POR POISSON

10 i= 2

11

12| P(Y=2)= pi2:2)= 0,270670566

13

14 |P(Y>=2)= 1-P(Y<2)=  1-P{¥<=1)= |u;59399415_l
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4 Una poblacion de 20 unidades consta de 12 de tipo Ay 8 de tipo B.
a) Se extraen, con reemplazamiento, muestras de 6 unidades. Sea X la variable
aleatoria que hace corresponder a cada muestra el nUmero de unidades de tipo

A. Calcular las probabilidades px = P(X = k), con k € {0,1,2,3,4,5,6}.
b) Se extraen, sin reemplazamiento, muestras de 6 unidades. Sea Y la variable
aleatoria que hace corresponder a cada muestra el numero de unidades de tipo

A. Calcular las probabilidades p, = P(Y = k), con k € {0,1,2,3,4,5,6}.

a) La variable aleatoria discreta X = “ndmero de tipo A (éxito) entre las 6 elegidas
al azar”, al realizar la extracciones con reemplazamiento, sigue una distribucion
binomial ¢3(n=6; p=12/20=0,60):

b(k;6;0,60)=P(X = k):(i}(o,m)k -(040)**,  para cada ke{0123,..6}

E Microsoft Excel - EjPr_5_4.xls

E_“l Archivo  Edicidn Yer  Insertar Formato  Herramientas  Datos Ventana 7
HRNEA" BERE = NN RN AN N Eiﬂrial
D - fe =DISTR.BINOM(CE;B;0 B, FALS)
A B | C] D E | F
1 |BINOMIAL
2 n=6 [k| P{X=K=biknp) B(5:0,60)
3 p= 0,60 | 00004096 04
4 1|0,036864 =
5 2|0.13524 2 03
B 3|0 27645 | & 02
7 4031104 1 z 0
8 5|0,156624 0
g 5 |0,046656 L
10 1 k {Unidades tipo A)
11
b) Cuando de una poblacion con N=20 individuos, de los cuales N;=12 son del

tipo A y N>=N-N;=8 son del tipo B, se extraen muestras de tamafio n=6 sin
reemplazamiento (lo que equivale a escoger un subconjunto de n elementos de la
poblacidn), la variable aleatoria Y = “nam. de elementos de tipo A en la muestra” sigue
una distribucion hipergeométrica “4(N;Ny;n) de funcién de probabilidad (ver pag.

287 del texto)

N,) (N=-N,
k)= P(Y k)= 8 Ln-k
(k)=P(Y=k)= N :

¢

donde ha de ser max(0, n+N;-N) < k < min(n, Ny).

para cada ke{0123,..n},

hN;Nl;n
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La hoja de calculo EXCEL, cuenta en su libreria de funciones estadisticas con la ley de
probabilidad de esta distribucién. Su sintaxis es

DISTR.HIPERGEOM(muestra_éxito;num_de_muestra;poblacién_éxito;nam_de_poblacién)

donde
muestra_éxito es el nimero k de éxitos (tipo A) en la muestra;

nim_de_ muestra es el tamafio n de la muestra;
poblacién_éxito es el nUmero de éxitos N; en la poblacion; y
num_de_poblacion es el tamafio N de la poblacion,

de modo que :
DISTR.HIPERGEOM(k;n;Ny;;N) = P(X =k)=hy (k)

Insertar funcion

Buscar una funcian:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacer v, a Ir
continuacian, haga clic en I

2 seleccionar una categoria: | Usadas recientemente w |

Seleccionar una funcian:

aUMA A

DISTR.HIPERGECM
DISTR.BIMCM
PROMEDIC
ESTIMACION. LIMEAL
TEMDEMCIA
PEMDIEMTE

DISTR.HIPERGEOM{muestra_éxito;nim_de_muestra;...)

Devuelye la probabilidad para una variable aleatoria discreta siguiendo una
distribucion hipergeométrica.

fyuda sobre esta Funcidn [ fceptar ] [ Cancelar ]

E Microsoft Excel - EjPr_5_4.xls

Eﬂ Archivo  Edicion  Yer Insertar Eormato  Herramientas  Dafos Menfana 2
PN EE RS S @9 -5 e EiArial v 1
B4 - £ =DISTR.HIPERGEOM(CE;E;12;,20)
A B | cC| D E | F | G | H
1 |HIPERGEOMETRICA
2 N= 20 k | P(X=Kk=h{k;n;N1;N) H{N:N1;n}
3 Ni= 12 1] 10,0007 22334
4 Nz= 8 1 0,017337 461 04
5 n= 6 2 0119195045 E 03
5 3 0317853457 &
7 4 0,357585139 E- 0z
) 5 0,163467 492 = 54
9 B 0,023839009 = I
10 1 0 . .
1 ] 1 2 3 4 a 5]
12 k {Unidades tipo A)
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5 Un dado cubico con cuatro caras blancas y dos rojas se arroja tres veces
consecutivas. Sea X la variable aleatoria que a cada resultado (terna ordenada) le
asigna el numero de caras blancas obtenidas.

Describir el espacio muestral Q@ y el espacio imagen de X, X(Q) = Q.
Representar la distribucion de probabilidad de X (diagrama de barras) y la funcién de
distribucion acumulativa, F(x). Calcular E(X) y Var(X).

Si D = {b, r} el espacio muestral de experimento de BERNOUILLI consistente en lanzar
el dado una vez, con p = P(b) = 4/6 = 2/3y q=1-p = 1/3, el espacio muestral al
realizar tres lanzamientos sucesivos es Q = D® = DxDxD.

La variable aleatoria X: Q2 — R que a cada elemento de Q le hace corresponder
el nimero de caras “b” tiene por imagen: Q* = X(Q) = {0, 1, 2, 3} y sigue una
distribucion binomial ¢3(n=3; p=2/3).

Q=D%= {(r,r,); (r,r,b),(r,b,n),(b,r,r); (b,b,r),(b,r,b),(r,b,b); (b,b,b)}
X
RoQ*= { 0, 1, 2, 3 }

Por tanto: E[X]:np=3-§=2 y VAR[X ]=npg=3-

EX Microsoft Excel - EjPr_5_5.xls

winN
(ISR
wlN

Eﬂ Archiva  Edicion  %er Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 72
RN RSN RN - WA A N N R YN N Eiﬂrial
E4 - B =DISTR.BINOMICA, 3,23 VERDADERD)
A | B |C] D | E F
1 [BINOMIAL
2 n=13 k| PX=ki=hik;n;p} | P{X<=k=B{k:n:p)
3 p= 213 0| 0037037037 0,037037037
4 1 [ 222222022 0 259269259
a 2 0444444444 0, 703703704
5] 3| 029629529 1
7 1
a
q B{3:0,2/3) B(3;0:2/3)
10
11 05 1,0000 W—
L} 05000
E b(k:2:243) :: B(k:3:242) EEEEE
14 ol I L 0,2000 :—‘3‘
15 T e .
16 k {caras blancas) X
17
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6

El promedio de llegadas de automoviles a una gasolinera entre las 11 AM y las

12 AM es de 2 por minuto.

1.

Calcular la probabilidad de que entre las 11h 30m y las 11h 31m lleguen a la
gasolinera: a) mas de 3 autos; b) algun auto; y ¢) un niumero de autos comprendido
entre 2 y 5, ambos inclusive.

Calcular la probabilidad de que entre las 11h 30m y las 11h 35m lleguen a la
gasolinera: a) 2 autos; b) menos de 2 autos; y ¢) no menos de 2 autos.

1.

La variable X = “numero de llamadas por minuto” sigue una distribucion de

POISSON de parametro (media) A =2 con funcién de probabilidad

k
p(k:2) = p,(K)=P(X = k)—z—e para cada ke {0123}

y hay que calculara) P(X >3) =1 - P(X <3)=1-P=(3),b)PX=1)=1-P(X=0)y
C) P(2<X<5)=P(X<5)-P(X<1)=P;=»(5) — P,=»(1)

E2 Microsoft Excel - EjPr_5_6.xIs

@_] Archivo  Edicidon  Yer Insertar Formato  Herramientas Daos  Wentana 7

RN NS N N0 NN RN RS AN ) Eiﬁrial

B7 - B =POISS0NGE2ZYERDADERD)-FOISSON(T,2VERDADERD)
A B |

1. POISSON (lambda=2)

AP = N =1-P==3) =1-POISEON3; 2 VERDADER D)= 0,14287654

by Pl==11=1-P=00=1-POISSOR{0; 2, FALSD)= 0,86466472

|:2| F'|:2 === 5:|2F'|:}{~=C: EJ'PG{‘::'I :|:

O e LD R —

=POIZS0NGE; 2 YERDADERD) -POIS S0 ;E;VERDADEROFI(I;E?HBOE:#!

2. La variable Y = “ndmero de llamadas cada 5 minutos” sigue una distribucién de
POISSON de parametro (media) A= At = 2-5=10 con funcién de probabilidad

94

k
p(k:10) = p, (k)= P(X = k)_lo e,  para cada kel0123,.)

EX Microsoft Excel - EjPr_5_6.xls

@_] Archivo  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Yentar

PN S GBS0 - E8 -7 [ © Eif-‘«ri

B4 - A =POISSON(2;10;VERDADERD)

A | B |
1 (2. POISSON (LAMBDA=5-2=10)
2 |28 P=2 =POISSONZ1 0FALS M= 0,002269996
3
4 |k PR=2=P H==1=FOISS0MN{1 ;10 YERDADER D)= I 0;002?69396!
5
B |c) Pl==2=1-P=21=1-P==1)=1-POISSON{1;10;¥ERDADER 0= 0,999500601
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7 Una centralita telefonica atiende 100 abonados. La probabilidad de que durante
un minuto llame un abonado es 0,02. ¢ Cual de los dos sucesos es mas probable: que
en un minuto llamen 3 abonados o que llamen 47?

La variable X = “nimero de llamadas por minuto de un abonado” sigue una distribucién
de POISSON de parametro (media) A =0,02 con funcién de probabilidad

: _ _ ey (002)°
p(k;002) = p,.,(k)=P(X _k)_Te ,  para cada ke{0123,..}

La variable Y = “nimero de llamadas por minuto de 100 abonados” sigue una
distribucion de POISSON de parametro (media) A= At = 0,02.:100=2 con funcién de

probabilidad

k

p(k;2)= p2(k)=P(X=k)=i—|ez, para cada ke{0123,..}

EX Microsoft Excel - EjPr_5_7.xls

E_‘] Archiva  Edicion  %er [Ingertar Formato Herr

HRNE=A" NN IR R - AR RN - >
AT - A =POISSOM(3;2:FALSO)
A | E
POISSON (LAMBDA=100-0,02=2)
P(4=3) =POISSON{3: 2 FALSO)=
0,13044?044!
P(4=4) =POISSON{4;2:FALSO)=
0,090223522

M e 0| B | —
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8

La probabilidad de que un individuo al que se le inyecta una vacuna sufra una

reaccion adversa es 0,04. Se someten 100 individuos a dicha vacuna (A = np).
Calcular la probabilidad de que:

a) Tengan reaccion 4 individuos.

b) Ninguno tenga reaccion.

¢) Al menos 3 individuos tienen reaccion.

d) Tengan reaccion 4, si se sabe que al menos 3 la han tenido.

Microsoft Excel - EjPr_5_8.xls

@_] Archiva  Edicidn  Yer Insertar Formato  Herramientas  Dafos Yents
HARNEA" RERERR= RE N R RN s TN N Eiﬂr
B4 - A =POISS0OMD;4,FALSO)

A | E |
1 POISSON (LAMBDA=N-p=100-0,04=4)
2 |3 P¥=4)=POISS0ON{4: 4 FALSO= 0,195366815
3
4 b P=0) =P OISSON0: 4, FALSO= I 0;013315639!
5
B |0 P==31=1-P(<3=1-P({<=21=1-POISSOM{Z; 4 VERDADER Q)= 0,761896694
7
8 () Pl=d | Me=2=[P"H=d" v "He=3P =30 = PH=4)P==20= 0,256421660

9

El nimero de accidentados que acude al servicio de urgencias de un hospital

cada 10 minutos es, en promedio, 1,6. Calcular la probabilidad de que entre las 18h y
las 18h 20m acudan:

a) 0 accidentados.

b) 1 accidentado.

c) 2 accidentados.

d) Al menos 2 accidentados.
e) Més de 2 accidentados.

96

Microsoft Excel - EjPr_5_9.xls

@_] archivo  Edicion  “er Insertar Formato  Herramientas Dafos  Yentana
HRNEA" BEE IR A MR R R AN W) !Eﬁrial
B10 - # =B0-Bh

A | B |
1 POISSON (LAMBDA=2-1,6=3,2)
2 |a) PL=0) =POISSON{D,3 2, FALS 0= 0,040762204
a
4 |k P=1) =POISS0OM{1;3,2;FALSO)= 0,130439053
ja
B (o) PO4=2y=POISSOM{Z;3, 2;FALSD= 0,208702484
i
8 |d) Pl==21=1-PH=2=1-P==1)=1-POISS0ON{1:3, 2 VERDADERD)= 0828798743
pot}
10 |e) Pix=2) = P(R==2)-P{x=2)= | 0;620096259!
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10

La probabilidad de que se agote el stock de cierto producto en un almacén en
una semana es del 3%. Calcular la probabilidad de que en un periodo de 50 semanas

a) No haya ningun fallo de stock.
b) Haya 1 fallo.
c) Haya 2 fallos.
d) Haya al menos 2 fallos.
f) Haya mas de 2 fallos.
Microsoft Excel - EjPr_5_10.xls
@_] Archivo  Edicidn Yer Insertar Formato  Herramientas Dafos  Yentan
DEEHRSIGE a0 Be = 4ie i
BE - B =POISSOM T 5 FALSD)
A | E |
1 POISSON (LAMBDA=50-0,03=1,5)
2 |a) P(¢=0) =PQISS0OM{0;1 5 FALSO)= 0,223130160
3
4 |k Pi=1) =POISSOMN( 1 5 FALSO)= 0,334695240
5
B | Pi=2) =POISSOM2 1 5 FALSO)= I 0;251021430!
7
8 |d) Pi==2=1-PH=2=1-P{==11=1-POISS0N(1;1 8 VERDADER D)= 0,442174600
9
10 |e) P=2) = Pli==2)-P=2)= 0,191153169
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