9 APROXIMACIONES DE LA BINOMIAL

1 Una variable aleatoria sigue una distribucién binomial 3(n = 1000; p = 0,003).
Mediante la aproximaciéon por una distribucion de POISSON, calcular P(X = 2),
P(X<3)y P(X>4).

Puesto que n > 100 y np = 3 < 10, la aproximacién de la binomial mediante una
POISSON, con 1 = np = 3, puede considerarse excelente.

Por otra parte, para la variable discreta X, se tiene que
P(X>4)=1-P(X<3)=1-P(X<2)=1-F(2),
donde F(x) representa la funcién de distribucion acumulativa de X.

A continuacion se muestran las probabilidades pedidas mediante la
aproximacioén por una distribuciéon de POISSON.

Con el fin de constatar la bondad de la aproximaciéon, se muestra también el
calculo directo con la binomial.
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2 Un partido politico, a fin de conocer las preferencias del electorado respecto a
dos de sus militantes, Pedro y Juan, para presentarlos como candidatos a un cargo
publico de responsabilidad, realiza una encuesta sobre una muestra aleatoria de 900
ciudadanos. ¢, Cual es la probabilidad de que al menos 475 ciudadanos manifiesten su
preferencia por Pedro en el supuesto que en el total de la poblacion las preferencias
estan repartidas por igual?

Sea X la variable aleatoria que da el nimero de votos favorables a Pedro de entre los
900 encuestados. X sigue una B(n=900; p=0,5), con media np=900-0,5=450 y varianza
npg=900-0,5-0,5=225, luego o = 15. Entonces, segun el Teorema de De MOIVRE-

LAPLACE, z=X_"P

N 1pPq

P(X>475)=1-P(X <475)=1-P(X<474)=1-P(

sigue aproximadamente una normal N(O; 1). Asi

X —450 _474,5-450
5 15

)=
=]-P(Z<163)=1-®(163)=1-0,9488=0,0512
El calculo directo con la binomial (posible en EXCEL) proporciona
P(X>475)=1-P(X <475)=1-P(X <474)=1-B(474)=1-0,9488 =0,0512

La diferencia es practicamente nula.
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3 En un banco, la probabilidad de recibir un cheque sin fondos es 0,15. Si
durante una semana se reciben 1000 cheques, hallense las probabilidades de los
siguientes sucesos:

a) Alosumo 125 son sin fondos.

b) El numero de cheques sin fondos esta comprendido entre 140 y 155.

c) Los cheques sin fondos son mas de 200.

El niumero X de cheques semanales sin fondos es una v.a. B(n=1000; p=0,15) de
media np = 150 y varianza npg = 1000-0,15-0,85 = 127,5y o= 11,29.

a) Segun el Teorema de De MOIVRE-LAPLACE, 7 =X —"P

Vhpq

X =150 < 125,5-150
11,29 1129
=1-P(Z<21701)=1-®(2,1701)=1-0,9850=0,0150

sigue aproximadamente

una normal N(O; 1). Asi

P(X<125)=P(X<1255)=P( )=P(Z<-21701)=

Aproximando mediante POISSON con A=np=150,

125 k
P(X<125)=) ™ -%

k=0
El calculo directo con la binomial proporciona

=~ 0,02043

125

1000
P(Xs125)=2( f J0,15"-0,851”"“z0,0135
k=0
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b) Aproximando mediante la normal:

P(140< X <150)=P(139,5< X <150,5) = p( 1322 =130 7 (15052150,
11,29 11,29

= P(~0,9300 < Z <0,0443 ) = D(0,0443 )~ [1 - D(0,9300)]= ©(0,0443 ) + ©(0,9300 ) — ] =
=0,5173+08238 - 1=0,3411

Aproximando mediante POISSON con 1 = np = 150,

S0, 150"

P(X<125)=) e = 0.02043
k=0

El calculo directo con la binomial proporciona

P(140< X <150)=P(139< X <150)=FP(150)— FP(139)=0,3251
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d) El calculo directo con la binomial proporciona
P(X>200)=1-P(X<199)=1-0,99998778 =1,22203-10" ~0
Si aproximamos con la normal:

P(X>200):1—P(X3199,5)=1—P(23W):1—P(Zg4,38)=1—q>(4,38)=

=1-0,99999507 =0
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4 La probabilidad de que un articulo de un cierto tipo de produccién sea
defectuoso es igual a 0,005. Expresar cual es la probabilidad de que entre 10000

articulos escogidos aleatoriamente haya exactamente 40 defectuosos
a) mediante la distribucion binomial,
b) mediante la aproximacién por una distribucién de POISSON,

c) mediante la aproximacion por una distribucion normal (Teorema de DeMoivre—

Laplace).

1000
a) Mediante la binomial: P(X =40) =[ J(0,005)‘“’ (0,995)”" =0,02143481

0
40
b) Mediante una POISSON con A = 10000-0,005 = 50 se tiene:

. 2{40 > 5040
P(X=40)=e"——=e"——=0,02149963
40! 40!

c) Mediante la normal (teorema de De MOIVRE-LAPLACE),
P(X =40)~—2—g(z, )=0020703161

vnpq

I 2

donde ¢(z)= \/;_
T
z

_40-np 40-50
Jnpg  [10000-(0,005)-(0,995)
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.e 2 es la funcion de densidad de la normal tipificada, y
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5

La probabilidad de acertar un blanco en movimiento por cierta arma de fuego

es 0,001 en cada disparo. Expresar la probabilidad de que en 5000 disparos acierte al
menos dos veces,

a) mediante la distribucion binomial,

b) mediante la aproximacién por una distribucién de POISSON, y

c) mediante la aproximacion por wuna distribucion normal (Teorema de
DeMoivre—Laplace).

a) El namero de aciertos, X, sigue una binomial con n = 5000y p = 0,001.
P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X<1)=1-0,04036031 =0,95963969

b) Aproximando mediante una POISSON con A4 =np = 5, se tiene:

P(X>22)=1-P(X <1)=1-0,04042768 = 0,95957232
c) Por el Teorema de DEMOIVRE-LAPLACE, Z = )f/;m) sigue aproximadamente
npq
una normal N(0O; 1), luego
P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X<15)=1-P( X5 1’5_5)=

142

2,2349  2,2349
=1-P(Z<-15660)=1-®(-1,5660)=0,9413293
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6 Un trabajador de una industria textil atiende varios cientos de husos, cada uno
de los cuales enrolla su propia bobina. En ese proceso, el hilo se rompe por distintas
causas. Asumiendo que el trabajador se ocupa de 800 husos y la probabilidad de
rotura de hilo en cada huso en un intervalo de tiempo t es 0,005, calcular el numero
esperado de roturas en el periodo t y la probabilidad de que en el intervalo t haya no
mas de 10 roturas y la de que haya al menos 3 roturas).

El numero esperado de roturas en el periodo citado es E(X)=np=800-0,005=4.
Como n es grande y p pequeino, podemos aproximar mediante POISSON con 1 = 4.

P(X<10)=F(10)

P(X23)=1-P(X<3)=1-P(X<2)=1-F(2)
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7 Supongamos que una variable aleatoria X sigue una distribucion binomial
B(n =10000; p = 1/2). (X podria ser el numero de caras que aparecen al lanzar una
moneda equilibrada 10000 veces). Representemos por P3 la probabilidad de que X
difiera de su esperanza matematica E(X) en mas de tres veces la desviacion tipica (lo
que equivale al suceso X e ]—x, 4850] U [5150; +oo[). Emplear la aproximacion por la
normal para determinar una cota superior de Ps. (P; ~ 0026 < 0’'0030)

(Esta cota mejora la obtenida en el bloque anterior mediante la desigualdad de
Tchebycheff: P3; <1/9 ~0,1111)

Si X sigue una binomial 3(n = 10000; p = 1/2), entonces,

,u=n-p=10000~§=5000 Yy o=4npq = 1()000-§~é=«/2500=50

Por el Teorema de De MOIVRE-LAPLACE, Z = X —np sigue aproximadamente

\pq

una normal N(0O; 1). Por tanto,
P, = P|X - 5000|> 3:50]= P[x - 5000 <~150]+ P{X - 5000 > 150]=

= P[X < 4850]+ P[X > 5150]= P[Z < W} N P[Z > w} _

50

=Plz<-3]+P[z>3]=2-P(Z>3)=2-[1-P(Z<3)]=2-[1-D(3)]=0,0026998 < 0,0030
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